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Modèle de régression pour un risque

Soit Y une variable à K groupes {y1, . . . , yK}.

Soit X une variable explicative, quantitative ou catégorielle.

Il y a un effet de X sur Y si, pour deux valeurs x 6= x ′,

{π1(x), . . . , πK (x)} 6=
{
π1(x ′), . . . , πK (x ′)

}
,

où πk (x) = P(Y = yk | X = x), k = 1, . . . ,K .
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Modèle de régression pour un risque

Soit Y une variable à K = 2 groupes {y1 = −1, y2 = +1}.

Soit X une variable explicative, quantitative ou catégorielle.

Il y a un effet de X sur Y si, pour deux valeurs x 6= x ′,

π(x) 6= π(x ′),

où π(x) = P(Y = +1 | X = x), k = 1, . . . ,K .

I
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

On suppose que

• Si Y = +1 alors X ∼ N (µ1, σ)
• Si Y = −1 alors X ∼ N (µ0, σ)

... comme en analyse de la variance à un facteur.
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

Si on observe que x ≤ X ≤ x + h, que vaut

π(x ; h) = P(Y = +1 | x ≤ X ≤ x + h) ?

D’après le théorème de Bayes,

π(x ; h) =
P(x ≤ X ≤ x + h | Y = +1)

P(x ≤ X ≤ x + h)
P(Y = +1),

=
P(x ≤ X ≤ x + h | Y = +1)

P(x ≤ X ≤ x + h)
p,

où p = P(Y = +1) est la probabilité a priori de Y = +1.
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

On en déduit l’expression de l’odds :

odds(x ; h) =
π(x ; h)

1− π(x ; h)
,

=
P(x ≤ X ≤ x + h | Y = +1)
P(x ≤ X ≤ x + h | Y = −1)

p
1− p

,

=
Fµ1,σ(x + h)− Fµ1,σ(x)
Fµ0,σ(x + h)− Fµ0,σ(x)

p
1− p

,

où Fµ,σ(x) = P(U ≤ x), avec U ∼ N (µ, σ).

Lorsque h tend vers 0 :

odds(x) =
π(x)

1− π(x)
= lim

h→0

π(x ; h)
1− π(x ; h)

,
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

Lorsque h tend vers 0 :

odds(x) =
p

1− p
lim
h→0

Fµ1,σ(x+h)−Fµ1,σ(x)
h

Fµ0,σ(x+h)−Fµ0,σ(x)
h

,

=
p

1− p
F ′µ1,σ

(x)
F ′µ0,σ

(x)
,

où F ′µ,σ(x) = fµ,σ(x) :

fµ,σ(x) =
1√
2πσ

exp
(
− 1

2σ2 (x − µ)2
)
.
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

On simplifie :

π(x)
1− π(x)

=
p

1− p
exp

[
− 1

2σ2

((
x − µ1

)2 − (x − µ0
)2)]

,

=
p

1− p
exp

[
− 1

2σ2

(
−2
(
µ1 − µ0

)
x +

(
µ2

1 − µ2
0
))]

,

=
p

1− p
exp

[µ1 − µ0

σ2

(
x − µ1 + µ0

2

)]
.

Par conséquent,
• Si µ0 = µ1, alors π(x) ≡ p.
• L’effet de x sur π(x) dépend de (µ1 − µ0)/σ2.
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

Finalement :

log
π(x)

1− π(x)
= log

p
1− p

+
µ1 − µ0

σ2

(
x − µ1 + µ0

2

)
,

logitπ(x) = logit p +
[µ1 − µ0

σ2

(
x − µ1 + µ0

2

)]
.

où logit : π 7→ logπ/(1− π).
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

Le modèle de régression logistique de Y = ±1 sur X
est :

logitP(Y = +1 | X = x) = β0 + β1x .

où β0 et β1 sont les paramètres du modèle.

I mod = glm(y ˜x,family=binomial(link=logit)...)

I
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Modèle pour une variable réponse à deux groupes

odds-ratio lorsque X est quantitative

odds-ratio =
odds(x + 1)

odds(x)
,

=
exp

(
β0 + β1(x + 1)

)
exp

(
β0 + β1x

) ,

= exp
(
β1
)
.

I questionr::odds.ratio(mod)

I
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Modèle pour une variable réponse à K groupes

Le modèle de régression logistique multinomiale de
Y ∈ {y1, . . . , yK} sur X est :

log P(Y =y2 | X=x)
P(Y =y1 | X=x) = β(2)

0 + β(2)
1 x

log P(Y =y3 | X=x)
P(Y =y1 | X=x) = β(3)

0 + β(3)
1 x

...
log P(Y =yK | X=x)

P(Y =y1 | X=x) = β(K )
0 + β(K )

1 x

où β(k )
0 et β(k )

1 sont les 2(K − 1) paramètres du modèle.

I mod = multinom(y ˜x,data=...)

I
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Modèles avec plusieurs effets

• Deux variables explicatives quantitatives

logit P(Y = +1) = β0 + β1x1 + β2x2,

où π(x) = P(Y = +1 | X1 = x1,X2 = x2).

• Deux facteurs

logit πij = µ + αi + βj

où πij = P(Y = +1) pour un individu de modalité i pour le
1er facteur et du groupe j pour le 2ème facteur.



Modèle de régression logistique Extensions multi-classe et multi-effets

Modèles avec plusieurs effets

• Deux facteurs et leur interaction

logit πij = µ + αi + βj + γij

• Une variable explicative quantitative et un facteur

logit πi (x) = µ + αi + (β + γi )x

où πi (x) = P(Y = +1 | X = x) pour un individu de modalité i .

I
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