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@ Modéles bio-mathématiques
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Biologie du développement

Croissance d’un organisme (Biologie du développement, Scott F.
Gilbert)

Semaines apris fécondation Age n annéss

Modeéle mathématique de développement : f fonction
X : volume corporel, y : volume de la téte

y = f(x)
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Modéle allométrique
Un modele de développement : le modéle allométrique

Les accroissements relatifs infinitésimaux de y sont
proportionnels au rapport y/x.

im f(x + dx) — f(x) _ 5@

5x—0 1 X

ou g est le coefficient d’allométrie.

Exercice. Si on considére que la taille d’'un enfant a la
naissance est de 50 cm, celle de sa téte du quart, tracer la
courbe représentative de f dans les cas suivants :

e 3 < 1 (développement précoce)
e 3 =1 (isométrie)
e 3> 1 (développement tardif)
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Modéle allométrique

Dép6t des lipides chez le porc

Poids des pides ()
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Modele allométrique : x : poids de I'animal, y : poids des lipides
® | e modéle décrit-il bien la réalité ?
® Si oui, quelle valeur pour 8 ?
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Efficacité d’'un traitement fongicide
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Efficacité d’'un traitement fongicide

Groupe Race Dose Sporu- Prop. de Nombre de
-lations sporulations  plantules
1 S 0,001 5 0.71 7
2 S 0,001 6 0.86 7
3 S 0,001 7 1.00 7
4 S 0,001 7 1.00 7
5 S 0,001 7 1.00 7
6 S 0,001 5 0.71 7
7 S 0,02 7 1.00 7
8 S 7 7

0,02

1.00
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Efficacité d’'un traitement fongicide
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Efficacité d’'un traitement fongicide
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Modele du risque de sporulation

Modele probabiliste de la sporulation : pour chaque plantule,

{ 1 si sporulation
Y = .
0 sinon

Risque de sporulation : pour une plantule avec log-dose = x,

Py(Y=1) = u(x)



Modeles bio-mathématiques Fonction & valeurs réelles Reégularité d’'une fonction Equations différentielles
0000000000 000000000000 0000 e]e]
000 000000 000000

Modele du risque de sporulation

Modele probabiliste de la sporulation : pour chaque plantule,

1 si sporulation
0 sinon

Proportion de sporulations
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Modele du risque de sporulation

Modele probabiliste de la sporulation : pour chaque plantule,

{ 1 si sporulation

Y = )

0 sinon

Risque de sporulation : pour une plantule avec log-dose = x,
Py(Y=1) = n(x)

Modele du risque :

[ - oo

1 —m(x

Ajuster le modéle a des observations : évaluer « et 8



Modeéles bio-mathématiques Fonction a valeurs réelles Reégularité d’'une fonction Equations différentielles

0000000000 000000000000 0000 (e]e}
[e]o]e} 000000 000000

Plan du cours

@ Fonction a valeurs réelles
Fonction d’une variable réelle
Fonction de deux variables réelles
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Fonction d’'une variable réelle

DEFINITION

f : Df— R Fonction d’une variable réelle a valeurs réelles
x — f(x) image de x par f

DEFINITION

e Siy = f(x), y est l'antécédent de x parf.
e Image de f : {f(x),x € Dy}
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Courbe représentative d’'une fonction

DEFINITION

Cs : courbe d’équation y = f(x) ou encore {(x, f(x)), x € Dy}
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Fonctions usuelles

f f(X) D¢
Indicatrice Ta(x) =1six e A, 0sinon R
Linéaire Bo + B1x R
Puissance x© R* =]0, 4-o0]
Polynémes Bo + B1X + Box? + ...+ Brxk R
Exponentielle exp(x) R
Logarithme In(x) R* =]0, 4-o0|

Exercice. Soit f la fonction définie par f(x) = 2x% — 3x + 1.
¢ Quelles sont les solutions de I'équation f(x) =0 ?
e A l'aide de R, tracer Cy.
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Opérations sur les fonctions

f et g deux fonctions
e Somme

x — f(x) 4+ g(x)
e Produit
x = f(x)g(x)
e Composition
fO g . Dg — R
x — flg(x)]
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Fonction a valeurs réelles

Modeéles bio-mathématiques
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Inverse d’'une fonction

DEFINITION
g est l'inverse de f, notée g = {1, si, Vx € Dy, g o f(x) = x.

DEFINITION
f est inversible si f~1 existe.
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Inverse d’'une fonction

DEFINITION
g est l'inverse de f, notée g = {1, si, Vx € Dy, g o f(x) = x.

DEFINITION
f est inversible si f~1 existe.

Exercice.
o Montrerque (fog) ' =g 1o f .
e En déduire l'inverse de h(x) = exp(3x + 2)
e Al'aide de R, tracer Cp et Cp-1.
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Inverse d’'une fonction

DEFINITION
g est l'inverse de f, notée g = {1, si, Vx € Dy, g o f(x) = x.

DEFINITION
f est inversible si f~1 existe.

Exercice. Efficacité du fongicide
e Donner I'expression de 7(x) en fonction de « et S.
e Al'aide de R, tracer C,. pour différentes valeurs de « et 5.
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Inverses usuelles

f f(x) ~1(x)
Indicatrice 1a(x) =1six e A 0sinon -

Linéaire Bo + Bix (x = Bo)/ B
Puissance x“ x1/e
Polynémes Bo + B1X + BoX? + ... + Brxk -
Exponentielle  exp(x) In(x)
Logarithme In(x) exp(x)

Exercice. Efficacité du fongicide
o Donner 'expression de 7~ '(x) en fonction de « et 3.

e Pour quelle dose de fongicide le risque de sporulation est-il
<5%?
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Limites d’'une fonction

DEFINITION
Soit xo € Dy et ] € R, limy, f(x) =/ siVe >0, 3n > 0, Vx tel que
X — Xxo| <, |[f(Xx)— 1] <e.
DEFINITION

Soitl € R, limy f(x) =1 siVe > 0, JA, Vx tel que
x> A [f(x)—1 <e.

DEFINITION

iMoo f(X) = +00 SIVK > 0, A, Vx tel que x > A, f(x) > K.
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Limites usuelles

f f(x) lim o0 f(X)
Indicatrice 1a(x) 0 si Aintervalle fermé
Linéaire Bo + B1x +oosifp; >0
Puissance X +oosia>0,0sia<0
Polynémes Bo+ B1X 4+ ...+ Bexk -
Exponentielle exp(x) +o0
Logarithme In(x) +oo

limy_,0In(x) = —oc0

Exercice. Efficacité du fongicide
Calculer limy_, o 7(x) et limy_, oo m(X) .
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Ajustement d’'un modéle de risque

Données : Dans le kéme bac de 7 plantules, avec la log-dose
Xk, on observe : Ny = nombre de plantules atteintes par le
mildiou.

Modele mathématique : N ~ B(7,m(xx)) avec

In[M} = B(xx — )

1— 7T(Xk)
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Ajustement d’'un modéle de risque

Groupe Race Dose Sporu- Prop. de Nombre de
-lations  sporulations  plantules
1 S 0,001 5 0.71 7
2 S 0,001 6 0.86 7
3 S 0,001 7 1.00 7
4 S 0,001 7 1.00 7
5 S 0,001 7 1.00 7
6 S 0,001 5 0.71 7
7 S 0,02 7 1.00 7
8 S 7 7

0,02 1.00
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Ajustement d’'un modéle de risque

Données : Dans le kéme bac de 7 plantules, avec la log-dose
Xk, on observe : Ny = nombre de plantules atteintes par le
mildiou.

Modele mathématique : N ~ B(7,m(xx)) avec

In[M} = B(xx — )

1— 7T(Xk)
Proximité entre données et modéle : la vraisemblance.
V(a, ) = Px=in0.001(Ni = 5)Px,=in0.001(N1 =6)...

Objectif : trouver « et g maximisant V(«, 3)
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Maximisation de la vraisemblance

Proximité entre données et modeéle : la vraisemblance.

V(a, ) = Px=in0.001(Ny = 5)Px,=in0.001(Ny =6)...

= Cor(x1)°[1 — 7(x1)]2Cen(x2)8[1 — m(x2)] ...
K

K
= JTc5 < I (o)™ [ — m(x)] "™
k=1

k=1

Objectif : trouver « et g maximisant InV(a, 3)
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Modeéles bio-mathématiques valeurs réelles

Fonction de deux variables réelles

DEFINITION
f fonction de deux variables réelles a valeurs réelles

f : Df:D-]XDg—)R
x = (xy,X2) — f(x) image de x par f

DEFINITION

e Siy = f(xy,X2), y estlantécédent de (x1, x2) par f.
e Image de f : {f(x),x € D¢}
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Représentation d’'une fonction de deux variables

DEFINITION

Cr d'équation y = f(xy, X2) ou encore
{(x1, x2, f(x1, x2)), X = (X1, X2) € Dy}

Exercice. Efficacité du fongicide. A l'aide de R,
e Calculer V(a,8)pour -2 <a < —-1et—-1<5<-057
e Représenter Cy, en 3D.
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Limites d’'une fonction de deux variables

DEFINITION

Soit x = (x1, X2), on appelle norme Euclidienne de x et on note
||x|| la fonction a valeurs réelles suivante :

X = ||x|| = /X2 + X2

DEFINITION

Soit xo € Dy et] € R, limy, f(x) =/ siVe >0, 3n > 0, Vx tel que
1 = xoll < n, [(x) 1| <e.
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Plan du cours

@ Régularité d’une fonction
Continuité et dérivabilité
Intégrale d’'une fonction

Equations différentielles
00
000000
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Accroissement d’'une fonction

DEFINITION

On appelle accroissement de f en x, et on note Ax(h), la
fonction Ay suivante : Ay : h— Ax(h) = f(x + h) — f(x).

DEFINITION

f est continue siVx € Dy, lim)p -0 Ax(h) = 0.

Exercice. Efficacité du fongicide
e Montrer que la fonction exp est continue.
e Endéduire que f: x — 1/(1 + exp(—x)) est continue.
e Sif et g sont continues, montrer que f o g est continue.
e En déduire que 7(x) est continue.
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Dérivabilité d’'une fonction d’une variable réelle

DEFINITION

On dit que f est dérivable en x si 3l tel que limp_,o Ax(h)/h = 1.
On note alors | = f'(x) et on I'appelle dérivée de f en x.

En d’autres termes, si f est dérivable en x,

f(x + h) = f(x) + hf'(x) + he(h), avec lim e(h) =0

h—0

DEFINITION

Pour tout x, la droite d’équation y = f(x) + hf'(x) est appelée
tangente a f en x.
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Dérivées usuelles

f f(x) f'(x)

Indicatrice Ljgp(X) Osix#aetx#b
Linéaire Bo + B1X B4

Puissance X ax®!

Polynémes Bo+ B1X+ ...+ BkxK By + ...+ kBxk1
Exponentielle exp(x) exp(x)

Logarithme In(x) 1/x
PROPOSITION

Si f et g sont deux fonctions dérivables, alors
(f+9) :x— (f+9)(x)=f(x)+g(x),

(19)" : x = (f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) et

(f/9) = x = (f/9) (x) = [f'(x)g(x) — F(x)9'(x)] /9*(x).
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Dérivées de fonctions composées

PROPOSITION
Si f et g sont deux fonctions dérivables, alors
(fog) : x = (fog)'(x) = (f'°g)(x)g'(x).
Exercice. Si f est dérivable,

o Calculer la dérivée de g(x) = [f(x)]*.

e Calculer la dérivée de g(x) = exp[f(x)].

o Calculer la dérivée de g(x) = In[f(x)].
Exercice. Efficacité du fongicide

e Montrer que 7/(x) = B (x)[1 — m(x)].

* Quel est le signe de 7’'(x) ?

e Donner I'’équation de la tangente a 7(x) en x = «
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Sens de variation d’'une fonction

PROPOSITION

Si, Vx € [a, b], f'(x) > 0, alors f est croissante sur [a, b].
Si, Vx € [a, b], f'(x) < 0, alors f est décroissante sur [a, b].

PROPOSITION
Si, Ixg € |a, b] tel que f'(xg) = 0 et
e Poura< x < Xxg, f'(x) <0,
e Pourxy < x < b, f'(x)>0,
alors f atteint un minimum sur [a, b] en Xy.

Exercice. Efficacité du fongicide
Etudier les variations de 7/(x).
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Ajustement d’'un modeéle du risque

Exercice. Efficacité du fongicide

On rappelle que VIn(«, 8) = Zﬂ; D[px, m«(x)] ol
* Pk = Nk/7
e D(p,7) = pin(r) + (1 — p)In(1 — )

Soit Dy : 7+ D[p,7].
e Montrer que D, est maximale en 7 = p.
¢ Que signifie ce résultat en pratique ?
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Dérivabilité d’'une fonction de deux variables réelles

DEFINITION

On dit que f est dérivable en x si, pour tout (xy, x2) € Dy, les
applications partielles fy : tw— f(t,xz) etfh : t — f(x1,t) sont
dérivables.

DEFINITION

On appelle dérivée partielle de f par rapport a xy, et on note
0f/0xq la fonction f{(t). On appelle gradient de f, et on note
Vf, le vecteur de dérivées partielles :

of of
Vi(x) = (%’87)(2)
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Approximation et Point critique
Si f est dérivable en x, f(x1 + hy, xo + ho)

of of .
=100+ hr g () + haig () + |[hlle(h), avec im c(h) =0

DEFINITION

On appelle point critique de f un point x € Dy tel que
Vif(x) = 0. Les extrema d’une fonction continiment dérivable
sont des points critiques.

Exercice. Efficacité du fongicide
e Montrer que 9InV(«a, B)/0a = B Z,’; [wk(x) - pk}

e Montrer que dInV(«, 8)/08 = Zf:1 (Xk — @) [pk - wk(x)}
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Ajustement d’'un modéle de risque

Exercice. Efficacité du fongicide

Supposons que I'on ne dispose de mesures que pour deux
doses de fongicides (K = 2).
o Calculer & et 4 maximisant la vraisemblance.
e Al'aide de R, représenter le tracé de C; correspondant a
cet ajustement.
e Comment la qualité d’ajustement dépend-t’elle du choix
des deux doses.
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Algorithme de Newton-Raphson

Objectif : trouver x tel que f(x) = 0.
Principe. Soit xg une valeur proche de x,

f(x)
X

f(x0) + (x — X0)f'(x0)
X — f(x0)/f' (o)

Q

Q

Algorithme. Soit xg une valeur proche de x,

Xnp1 = Xn— f(Xn)/F (Xn)
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Modeéles bio-mathématiques Equations différentielles

Soit f; et f, des fonctions de x = (i, Xo). Soit f = (f1 (x), f2(x))
la fonction dont les deux composantes sont f; et f:

f DixDo —-RxR
f1(X17X2)].

X = (x1,X2) = f(x) = [ h(x1, X2)

Alors, pour tout x = (X1, X2),
f(x + h) = f(x) + Jr(x)h + ||h||e(h), avec ,I7imoe(h) =0
%
ou Jr est appelée matrice Jacobienne de f :

[ 0 )
jf(X) - ( %(X) %fzz(x) )

OX4
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Algorithme de Newton-Raphson pour fonctions a
plusieurs composantes
Objectif : trouver x tel que f(x) =

Principe. Soit xo une valeur proche de x,

Q

f(x)
X

f(xo0) + Jr(x0)(X — Xo)
X0 — I (x0)f(xo0)

Q

Algorithme. Soit xo une valeur proche de x,

Xny1 = -Ji ( n)f(Xn)
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Ajustement d’'un modéle de risque

Exercice. Efficacité du fongicide

A l'aide de R,

« Ecrire un programme qui calcule les valeurs de « et 3
maximisant la vraisemblance du modéle de risque de
sporulation.

e Représenter les courbes d’efficacité du fongicide pour les
races sensible et résistante du mildiou.
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Modéle allométrique

Un modele de développement : le modéle allométrique

Les accroissements relatifs infinitésimaux de y sont
proportionnels au rapport y/x.

x4 o) —fx) L f(xX)
A, ox =
o) = 47

ou S est le coefficient d’allométrie.

Equation différentielle. Le modéle de développement est défini
par une équation liant f' a f. On parle d’équation différentielle
du fer ordre.
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Modeles de croissance d’'une population
Soit q(t) 'effectif de la population au temps t :

qg(t) = Baq(t) Modeéle de Malthus
q() = (t)ln[ (t)} Modéle de Gompertz
Exercice.

e Donner I'expression de q(t) dans le modéle de Malthus.
e Montrer que, dans le modéle de Gompertz,

q(t) = Kexp[ln%efﬁ’]

[On posera f(t) = In(q(t)/K)]
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Ajustement d’'un modele de Gompertz

On donne en ng/ml la concentration en progestérone
plasmatique chez une vache au cours de la période d’'activité
du corps jaune durant le cycle

t (jours) 0 1 2 3 4 5 6 7
c(ng/ml) 075 050 1.10 160 565 450 460 575
t (jours) 8 9 10 11 12 13 14 15 16

c(ng/ml) 560 615 595 570 750 785 700 820 8.25

Exercice.

Trouver les valeurs de K et de § du modele de Gompertz
s’ajustant le mieux aux données, au sens du critére des
moindres carrés.



Régularité d’une fonction

@00000

Intégrale de Riemann

DEFINITION

On appelle Intégrale de Riemann de f sur [a, b] 'aire comprise
entre 'axe y = 0 et Cy d’une part, et les axes verticaux x = a et

x = b d'autre part. On la note |, : f(x)dx.

PROPOSITION
Sif = T4, fab f(x)dx = b—a. Si f et g sont des fonctions,

/: M(x)dx = )\/ab f(x)dx,
/ab f(x)+ g(x)dx = /: f(x)dx + /ab g(x)dx,
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Approximations de I'intégrale de Riemann

DEFINITION

Soit h, = (b—a)/netxx = a+ khn, k =0,...,n. On appelle
Somme de Riemann de f sur [a, b] la quantité suivante :

n—1

n—1
Suf) = 30— )l = 22 ()

k=1 k=1

PROPOSITION
Si f est continue, liMn_, 0 Sn(f) = [2 f(x)dx.

Exercice. A l'aide de R, calculer le quantile d’ordre 0.975 de la
loi normale standard.
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Primitive d’'une fonction

DEFINITION
On appelle fonction primitive de f une fonction F telle que

F'(x) = f(x).

PROPOSITION

/b F(hdt = f(b)— f(a).

Donc, la primitive de f qui s’annule en a est : F(x f f(t
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Primitives usuelles

f f(x) f'(x)

Indicatrice Ljgp(X) XSix#a et X #b
Linéaire Bo + B1X Box + 1% 2
Puissance ~ x X

Polyn6mes Bo+ B1x+...+ ﬁka BoX + ...+ Br% k+1
Exponentielle  exp(x) exp(x)

Logarithme In(x) xIn(x) — x
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Dérivabilité a I'ordre n

DEFINITION

On dit que f est dérivable a l'ordre 2 si f'(x) est elle-méme
dérivable. On note alors f"(x) la dérivée de f'(x) et on I'appelle
dérivée seconde de f en x.

PROPOSITION
Pour tout x, f(x + h) =

2
f(x)+ hf’(x) + h—f”(x) + hza(h), avec lime(h) =0
2 h—0

DEFINITION

T8 . b T (h) = f(x) + hf'(x) + £ "(x) est appelé
développement limité d’ordre 2 de f en x.
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Dénaturation de la g-lactoglobuline

Exercice. La dynamique de dénaturation/agrégation de
B-lactoglobuline repose sur I'équation suivante :

f'(t) = —k[f(t)]” ou f(t) est la quantité de protéines dans la
solutionautemps t,1 <v <2etk >0.

A partir d’expériences on cherche a suivre I'évolution de I'ordre
global de la réaction de disparition de la protéine native.

Les résultats d’expériences menées avec des solutions
modeles pour différentes concentrations en NaCl sont données
dans le fichier betalacto.txt.

e Donner la forme générale de f(t).
e Ajuster f(t) pour chacune des solutions modéles.
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Modélisation compartimentale d’une cinétique
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Equations différentielles
[ Je]

Equation différentielle linéaire du 1er ordre

DEFINITION

On appelle equation différentielle homogéne linéaire du 1er
ordre toute équation de la forme suivante

a(x)f'(x) + b(x)f(x) =0 (1)

PROPOSITION

Si ¢(x) désigne une primitive de —b(x)/a(x), les solutions de
I'équation (1) sont de la forme

f(x) = avexp[—(x)]
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Ajustement d’'un modéle allométrique

Exercice. Modéle allométrique de croissance.
e Donner la forme générale du modele allométrique.

e Ajuster un modeéle allométrique aux données de
croissance du dép6t de lipides chez le porc.
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Dynamique de la digestion d’'une molécule

Contexte : contrdle des rejets d’antibiotiques en environnement
piscicole
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Dynamique de la digestion d’'une molécule

Contexte : contrdle des rejets d’antibiotiques en environnement

piscicole
Tableau 1.1. Présentation d'un extrait du jeu de danées
Temps Masse Masse Qtite AO Masse |Qtité AO Qtité OA
(h) indiv. (g) | Estomac (g)| Estomac (mg)| intestin (g) |Intestin (mg) | sang (mg)
Poisson 1 1 500 3,02 8,29 1,13 0,07 0,001

Poisson 11 2
Poisson 81 12 500 5,44 6,35 9,9 4,73 0,09

Poisson 205 192

Poisson 209f 192 500 0,06 0 1,86 0 0
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Dynamique de la digestion d’'une molécule

Contexte : contrdle des rejets d’antibiotiques en environnement

piscicole

Quantité d'’AO dans I'estomac (mg)

20

15

10

Temps (mn)

60
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Dynamique de la digestion d’'une molécule

Contexte : contrdle des rejets d’antibiotiques en environnement

piscicole
]
* Intestin

15
1

Quantité d'’AO dans I'estomac (mg)
10

0 10 20 30 40 50 60

Temps (mn)
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Dynamique de la digestion d’'une molécule

Contexte : contrdle des rejets d’antibiotiques en environnement
piscicole

Estomac Intestin
ka1
-—
k12
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Modélisation compartimentale

Dynamique de transfert entre compartiments

{qQ(t) = —ko1q1(t) + ki2g2(t) Estomac
(1) = Kergi(t) — [ki2 + Ko2] g2(t)  Intestin

DEFINITION

On appelle systéme linéaire d’équations différentielles du 1er
ordre a coefficients constants tout systéme de la forme :

q; (1) a1y a2 ... Qg (1)
a(1) Qg1 Qg ... Qzm Qo(1)
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Modélisation compartimentale

Dynamique de transfert entre compartiments

{qQ(t) = —ko1q1(t) + ki2g2(t) Estomac
(1) = Kergi(t) — [ki2 + Ko2] g2(t)  Intestin

DEFINITION

On appelle systéme linéaire d’équations différentielles du 1er
ordre a coefficients constants tout systéme de la forme :

q(t) = Aq)
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Cas d’'un systeme a deux compartiments

Exercice. Montrer que I'on peut ramener le systeme linéaire de
deux équations différentielles suivant :

{CIQ(t) = a11q1(t) + as202(1)
QG(t) = a21q1(t) + azeqe(t)

a deux équations différentielles a coefficients constants.
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Equation différentielle linéaire du 2nd ordre

DEFINITION

On appelle équation différentielle homogéne linéaire du 2nd
ordre a coefficients constants toute équation de la forme
suivante

af’(x) + bf'(x) + cf(x) =0 (2)

PROPOSITION

Si M\ et \» désignent les racines du polynéme caractéristique
associé a (2), alors les solutions de I'équation (2) sont de la
forme f(x) = a; exp(\1x) + ap exp(Aox) si A = b? — 4ac > 0.
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Cas d’'un systeme a deux compartiments

Exercice. Montrer que les solutions du systeme linéaire de
deux équations différentielles suivant :

{CIQ(t) = a11q1(t) + as202(1)
QG(t) = a21q1(t) + azeqe(t)

sont de la forme :
qg(t) = aiViexp(Mt) + ax Vo exp(Aat),
ou Aq et A» sont les valeurs propres de la matrice
A — ( ary ag2 )
a1 Qo

et V; et V. les vecteurs propres associés.
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Dynamique de digestion d’'une molécule

Exercice.
e Donner la forme générale du modele a deux
compartiments de digestion d’'une molécule.
e Donner les valeurs des paramétres de ce modéle
garantissant le meilleur ajustement aux données au sens
des moindres carrés.
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