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Biologie du développement
Croissance d’un organisme (Biologie du développement, Scott F.

Gilbert)

Modèle mathématique de développement : f fonction

x : volume corporel, y : volume de la tête

y = f (x)
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Modèle allométrique
Un modèle de développement : le modèle allométrique

Les accroissements relatifs infinitésimaux de y sont
proportionnels au rapport y/x .

lim
δx→0

f (x + δx)− f (x)

δx
= β

f (x)

x

où β est le coefficient d’allométrie.

Exercice. Si on considère que la taille d’un enfant à la
naissance est de 50 cm, celle de sa tête du quart, tracer la
courbe représentative de f dans les cas suivants :
• β < 1 (développement précoce)
• β = 1 (isométrie)
• β > 1 (développement tardif)
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Modèle allométrique
Dépôt des lipides chez le porc
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Modèle allométrique : x : poids de l’animal, y : poids des lipides
• Le modèle décrit-il bien la réalité ?
• Si oui, quelle valeur pour β ?
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Efficacité d’un traitement fongicide

sporulation
oui

non

pour chaque plantule :

mildiou

race S ou R

7 plantules

différentes doses

RACE résistanteRACE sensible
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Efficacité d’un traitement fongicide

Groupe Race Dose Sporu- Prop. de Nombre de
-lations sporulations plantules

1 S 0,001 5 0.71 7
2 S 0,001 6 0.86 7
3 S 0,001 7 1.00 7
4 S 0,001 7 1.00 7
5 S 0,001 7 1.00 7
6 S 0,001 5 0.71 7
7 S 0,02 7 1.00 7
8 S 0,02 7 1.00 7
...

...
...

...
...
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Efficacité d’un traitement fongicide
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Efficacité d’un traitement fongicide
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Modèle du risque de sporulation
Modèle probabiliste de la sporulation : pour chaque plantule,

Y =

{
1 si sporulation
0 sinon

Risque de sporulation : pour une plantule avec log-dose = x ,

Px (Y = 1) = π(x)
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Modèle du risque de sporulation
Modèle probabiliste de la sporulation : pour chaque plantule,

Y =

{
1 si sporulation
0 sinon
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Modèle du risque de sporulation
Modèle probabiliste de la sporulation : pour chaque plantule,

Y =

{
1 si sporulation
0 sinon

Risque de sporulation : pour une plantule avec log-dose = x ,

Px (Y = 1) = π(x)

Modèle du risque :

ln
[ π(x)

1− π(x)

]
= β

[
x − α

]
Ajuster le modèle à des observations : évaluer α et β
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Fonction d’une variable réelle

DÉFINITION

f : Df → R Fonction d’une variable réelle à valeurs réelles
x 7→ f (x) image de x par f

DÉFINITION

• Si y = f (x), y est l’antécédent de x par f .
• Image de f : {f (x), x ∈ Df}
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Courbe représentative d’une fonction

DÉFINITION

Cf : courbe d’équation y = f (x) ou encore {(x , f (x)), x ∈ Df}
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Fonctions usuelles
f f (x) Df
Indicatrice 1A(x) = 1 si x ∈ A, 0 sinon R
Linéaire β0 + β1x R
Puissance xα R∗+ =]0,+∞[
Polynômes β0 + β1x + β2x2 + . . .+ βkxk R
Exponentielle exp(x) R
Logarithme ln(x) R∗+ =]0,+∞[

Exercice. Soit f la fonction définie par f (x) = 2x2 − 3x + 1.
• Quelles sont les solutions de l’équation f (x) = 0 ?
• A l’aide de R, tracer Cf .
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Opérations sur les fonctions
f et g deux fonctions
• Somme

f + g : Df ∩ Dg → R
x 7→ f (x) + g(x)

• Produit

f × g : Df ∩ Dg → R
x 7→ f (x)g(x)

• Composition

f ◦ g : Dg → R
x 7→ f

[
g(x)

]
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Inverse d’une fonction

DÉFINITION

g est l’inverse de f , notée g = f−1, si, ∀x ∈ Df , g ◦ f (x) = x.

DÉFINITION

f est inversible si f−1 existe.
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Inverse d’une fonction

DÉFINITION

g est l’inverse de f , notée g = f−1, si, ∀x ∈ Df , g ◦ f (x) = x.

DÉFINITION

f est inversible si f−1 existe.

Exercice.
• Montrer que (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.
• En déduire l’inverse de h(x) = exp(3x + 2)

• A l’aide de R, tracer Ch et Ch−1 .
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Inverse d’une fonction

DÉFINITION

g est l’inverse de f , notée g = f−1, si, ∀x ∈ Df , g ◦ f (x) = x.

DÉFINITION

f est inversible si f−1 existe.

Exercice. Efficacité du fongicide
• Donner l’expression de π(x) en fonction de α et β.
• A l’aide de R, tracer Cπ pour différentes valeurs de α et β.
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Inverses usuelles
f f (x) f−1(x)

Indicatrice 1A(x) = 1 si x ∈ A, 0 sinon -
Linéaire β0 + β1x (x − β0)/β1
Puissance xα x1/α

Polynômes β0 + β1x + β2x2 + . . .+ βkxk -
Exponentielle exp(x) ln(x)
Logarithme ln(x) exp(x)

Exercice. Efficacité du fongicide
• Donner l’expression de π−1(x) en fonction de α et β.
• Pour quelle dose de fongicide le risque de sporulation est-il
< 5% ?
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Limites d’une fonction

DÉFINITION

Soit x0 ∈ Df et l ∈ R, limx0 f (x) = l si ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x tel que
|x − x0| < η, |f (x)− l | < ε.

DÉFINITION

Soit l ∈ R, lim+∞ f (x) = l si ∀ε > 0, ∃A, ∀x tel que
x > A, |f (x)− l | < ε.

DÉFINITION

lim+∞ f (x) = +∞ si ∀K > 0, ∃A, ∀x tel que x > A, f (x) > K .
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Limites usuelles
f f (x) lim+∞ f (x)

Indicatrice 1A(x) 0 si A intervalle fermé
Linéaire β0 + β1x +∞ si β1 > 0
Puissance xα +∞ si α > 0, 0 si α < 0
Polynômes β0 + β1x + . . .+ βkxk -
Exponentielle exp(x) +∞
Logarithme ln(x) +∞

limx→0 ln(x) = −∞

Exercice. Efficacité du fongicide
Calculer limx→−∞ π(x) et limx→−∞ π(x) .
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Ajustement d’un modèle de risque
Données : Dans le kème bac de 7 plantules, avec la log-dose
xk , on observe : Nk = nombre de plantules atteintes par le
mildiou.

Modèle mathématique : Nk ∼ B
(
7, π(xk )

)
avec

ln
[ π(xk )

1− π(xk )

]
= β(xk − α)



Modèles bio-mathématiques Fonction à valeurs réelles Régularité d’une fonction Equations différentielles

Ajustement d’un modèle de risque
Groupe Race Dose Sporu- Prop. de Nombre de

-lations sporulations plantules
1 S 0,001 5 0.71 7
2 S 0,001 6 0.86 7
3 S 0,001 7 1.00 7
4 S 0,001 7 1.00 7
5 S 0,001 7 1.00 7
6 S 0,001 5 0.71 7
7 S 0,02 7 1.00 7
8 S 0,02 7 1.00 7
...

...
...

...
...
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Ajustement d’un modèle de risque
Données : Dans le kème bac de 7 plantules, avec la log-dose
xk , on observe : Nk = nombre de plantules atteintes par le
mildiou.

Modèle mathématique : Nk ∼ B
(
7, π(xk )

)
avec

ln
[ π(xk )

1− π(xk )

]
= β(xk − α)

Proximité entre données et modèle : la vraisemblance.

V(α, β) = Px1=ln 0.001(N1 = 5)Px2=ln 0.001(N1 = 6) . . .

Objectif : trouver α et β maximisant V(α, β)
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Maximisation de la vraisemblance
Proximité entre données et modèle : la vraisemblance.

V(α, β) = Px1=ln 0.001(N1 = 5)Px2=ln 0.001(N1 = 6) . . .

= C5
7π(x1)5[1− π(x1)

]2C6
7π(x2)6[1− π(x2)

]1
. . .

=
K∏

k=1

Cnk
7 ×

K∏
k=1

π(xk )nk
[
1− π(xk )

]7−nk

Objectif : trouver α et β maximisant lnV(α, β)

lnV(α, β) ∝
K∑

k=1

nk

7
lnπ(xk ) + (1− nk

7
) ln
[
1− π(xk )

]
,

∝
K∑

k=1

D
[nk

7
, πk (x)

]
,
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Fonction de deux variables réelles

DÉFINITION

f fonction de deux variables réelles à valeurs réelles

f : Df = D1 ×D2 → R
x = (x1, x2) 7→ f (x) image de x par f

DÉFINITION

• Si y = f (x1, x2), y est l’antécédent de (x1, x2) par f .
• Image de f : {f (x), x ∈ Df}
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Représentation d’une fonction de deux variables

DÉFINITION

Cf d’équation y = f (x1, x2) ou encore
{(x1, x2, f (x1, x2)), x = (x1, x2) ∈ Df}

Exercice. Efficacité du fongicide. A l’aide de R,
• Calculer V(α, β) pour −2 ≤ α ≤ −1 et −1 ≤ β ≤ −0.5 ?
• Représenter CV en 3D.
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Limites d’une fonction de deux variables

DÉFINITION

Soit x = (x1, x2), on appelle norme Euclidienne de x et on note
||x || la fonction à valeurs réelles suivante :

x 7→ ||x || =
√

x2
1 + x2

2

DÉFINITION

Soit x0 ∈ Df et l ∈ R, limx0 f (x) = l si ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x tel que
||x − x0|| < η, |f (x)− l | < ε.
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Accroissement d’une fonction

DÉFINITION

On appelle accroissement de f en x, et on note ∆x (h), la
fonction ∆x suivante : ∆x : h 7→ ∆x (h) = f (x + h)− f (x).

DÉFINITION

f est continue si ∀x ∈ Df , lim||h||→0 ∆x (h) = 0.

Exercice. Efficacité du fongicide
• Montrer que la fonction exp est continue.
• En déduire que f : x 7→ 1/(1 + exp(−x)) est continue.
• Si f et g sont continues, montrer que f ◦ g est continue.
• En déduire que π(x) est continue.
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Dérivabilité d’une fonction d’une variable réelle

DÉFINITION

On dit que f est dérivable en x si ∃l tel que limh→0 ∆x (h)/h = l .
On note alors l = f ′(x) et on l’appelle dérivée de f en x.

En d’autres termes, si f est dérivable en x ,

f (x + h) = f (x) + hf ′(x) + hε(h), avec lim
h→0

ε(h) = 0

DÉFINITION

Pour tout x, la droite d’équation y = f (x) + hf ′(x) est appelée
tangente à f en x.
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Dérivées usuelles
f f (x) f ′(x)

Indicatrice 1[a,b](x) 0 si x 6= a et x 6= b
Linéaire β0 + β1x β1
Puissance xα αxα−1

Polynômes β0 + β1x + . . .+ βkxk β1 + . . .+ kβkxk−1

Exponentielle exp(x) exp(x)
Logarithme ln(x) 1/x

PROPOSITION

Si f et g sont deux fonctions dérivables, alors
(f + g)′ : x 7→ (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x),
(fg)′ : x 7→ (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x) et
(f/g)′ : x 7→ (f/g)′(x) =

[
f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)

]
/g2(x).
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Dérivées de fonctions composées

PROPOSITION

Si f et g sont deux fonctions dérivables, alors
(f ◦ g)′ : x 7→ (f ◦ g)′(x) = (f ′ ◦ g)(x)g′(x).

Exercice. Si f est dérivable,
• Calculer la dérivée de g(x) = [f (x)]α.
• Calculer la dérivée de g(x) = exp[f (x)].
• Calculer la dérivée de g(x) = ln[f (x)].

Exercice. Efficacité du fongicide
• Montrer que π′(x) = βπ(x)

[
1− π(x)

]
.

• Quel est le signe de π′(x) ?
• Donner l’équation de la tangente à π(x) en x = α
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Sens de variation d’une fonction

PROPOSITION

Si, ∀x ∈ [a,b], f ′(x) > 0, alors f est croissante sur [a,b].
Si, ∀x ∈ [a,b], f ′(x) < 0, alors f est décroissante sur [a,b].

PROPOSITION

Si, ∃x0 ∈ [a,b] tel que f ′(x0) = 0 et
• Pour a < x < x0, f ′(x) < 0,
• Pour x0 < x < b, f ′(x) > 0,

alors f atteint un minimum sur [a,b] en x0.

Exercice. Efficacité du fongicide
Étudier les variations de π′(x).
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Ajustement d’un modèle du risque
Exercice. Efficacité du fongicide

On rappelle que V ln(α, β) =
∑K

k=1 D
[
pk , πk (x)

]
où

• pk = nk/7
• D(p, π) = p ln(π) + (1− p) ln(1− π)

Soit Dp : π 7→ D
[
p, π

]
.

• Montrer que Dp est maximale en π̂ = p.
• Que signifie ce résultat en pratique ?
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Dérivabilité d’une fonction de deux variables réelles

DÉFINITION

On dit que f est dérivable en x si, pour tout (x1, x2) ∈ Df , les
applications partielles f1 : t 7→ f (t , x2) et f2 : t 7→ f (x1, t) sont
dérivables.

DÉFINITION

On appelle dérivée partielle de f par rapport à x1, et on note
∂f/∂x1 la fonction f ′1(t). On appelle gradient de f , et on note
∇f , le vecteur de dérivées partielles :

∇f (x) =
( ∂f
∂x1

,
∂f
∂x2

)



Modèles bio-mathématiques Fonction à valeurs réelles Régularité d’une fonction Equations différentielles

Approximation et Point critique
Si f est dérivable en x , f (x1 + h1, x2 + h2)

= f (x) + h1
∂f
∂x1

(x) + h2
∂f
∂x2

(x) + ||h||ε(h), avec lim
h→0

ε(h) = 0

DÉFINITION

On appelle point critique de f un point x ∈ Df tel que
∇f (x) = 0. Les extrema d’une fonction continûment dérivable
sont des points critiques.

Exercice. Efficacité du fongicide

• Montrer que ∂ lnV(α, β)/∂α = β
∑K

k=1

[
πk (x)− pk

]
• Montrer que ∂ lnV(α, β)/∂β =

∑K
k=1(xk − α)

[
pk − πk (x)

]
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Ajustement d’un modèle de risque
Exercice. Efficacité du fongicide

Supposons que l’on ne dispose de mesures que pour deux
doses de fongicides (K = 2).
• Calculer α̂ et β̂ maximisant la vraisemblance.
• A l’aide de R, représenter le tracé de Cπ̂ correspondant à

cet ajustement.
• Comment la qualité d’ajustement dépend-t’elle du choix

des deux doses.
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Algorithme de Newton-Raphson
Objectif : trouver x tel que f (x) = 0.

Principe. Soit x0 une valeur proche de x ,

f (x) ≈ f (x0) + (x − x0)f ′(x0)

x ≈ x0 − f (x0)/f ′(x0)

Algorithme. Soit x0 une valeur proche de x ,

xn+1 = xn − f (xn)/f ′(xn)
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Approximation d’une fonction à plusieurs composantes
Soit f1 et f2 des fonctions de x = (x1, x2). Soit f =

(
f1(x), f2(x)

)
la fonction dont les deux composantes sont f1 et f2:

f : D1 ×D2 → R× R

x = (x1, x2) 7→ f (x) =
[ f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

]
.

Alors, pour tout x = (x1, x2),

f (x + h) = f (x) + Jf (x)h + ||h||ε(h), avec lim
h→0

ε(h) = 0

où Jf est appelée matrice Jacobienne de f :

Jf (x) =

(
∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x)
∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x)

)
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Algorithme de Newton-Raphson pour fonctions à
plusieurs composantes

Objectif : trouver x tel que f (x) = 0.

Principe. Soit x0 une valeur proche de x ,

f (x) ≈ f (x0) + Jf (x0)(x − x0)

x ≈ x0 − J −1
f (x0)f (x0)

Algorithme. Soit x0 une valeur proche de x ,

xn+1 = xn − J −1
f (xn)f (xn)
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Ajustement d’un modèle de risque
Exercice. Efficacité du fongicide

A l’aide de R,
• Écrire un programme qui calcule les valeurs de α et β

maximisant la vraisemblance du modèle de risque de
sporulation.

• Représenter les courbes d’efficacité du fongicide pour les
races sensible et résistante du mildiou.
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Modèle allométrique
Un modèle de développement : le modèle allométrique

Les accroissements relatifs infinitésimaux de y sont
proportionnels au rapport y/x .

lim
δx→0

f (x + δx)− f (x)

δx
= β

f (x)

x

f ′(x) = β
f (x)

x

où β est le coefficient d’allométrie.

Equation différentielle. Le modèle de développement est défini
par une équation liant f ′ à f . On parle d’équation différentielle
du 1er ordre.
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Modèles de croissance d’une population
Soit q(t) l’effectif de la population au temps t :

q′(t) = βq(t) Modèle de Malthus

q′(t) = βq(t) ln
[ K

q(t)

]
Modèle de Gompertz

Exercice.

• Donner l’expression de q(t) dans le modèle de Malthus.
• Montrer que, dans le modèle de Gompertz,

q(t) = K exp
[
ln

q0

K
e−βt

]
[On posera f (t) = ln(q(t)/K )]
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Ajustement d’un modèle de Gompertz
On donne en ng/ml la concentration en progestérone
plasmatique chez une vache au cours de la période d’activité
du corps jaune durant le cycle

t (jours) 0 1 2 3 4 5 6 7
c (ng/ml) 0.75 0.50 1.10 1.60 5.65 4.50 4.60 5.75
t (jours) 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c (ng/ml) 5.60 6.15 5.95 5.70 7.50 7.85 7.00 8.20 8.25

Exercice.

Trouver les valeurs de K et de β du modèle de Gompertz
s’ajustant le mieux aux données, au sens du critère des
moindres carrés.
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Intégrale de Riemann

DÉFINITION

On appelle Intégrale de Riemann de f sur [a,b] l’aire comprise
entre l’axe y = 0 et Cf d’une part, et les axes verticaux x = a et
x = b d’autre part. On la note

∫ b
a f (x)dx .

PROPOSITION

Si f = 1[a,b],
∫ b

a f (x)dx = b − a. Si f et g sont des fonctions,∫ b

a
λf (x)dx = λ

∫ b

a
f (x)dx ,∫ b

a
f (x) + g(x)dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

a
g(x)dx ,
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Approximations de l’intégrale de Riemann

DÉFINITION

Soit hn = (b − a)/n et xk = a + khn, k = 0, . . . ,n. On appelle
Somme de Riemann de f sur [a,b] la quantité suivante :

Sn(f ) =
n−1∑
k=1

(xk − xk−1)f (xk ) =
b − a

n

n−1∑
k=1

f (xk )

PROPOSITION

Si f est continue, limn→+∞ Sn(f ) =
∫ b

a f (x)dx.

Exercice. A l’aide de R, calculer le quantile d’ordre 0.975 de la
loi normale standard.
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Primitive d’une fonction

DÉFINITION

On appelle fonction primitive de f une fonction F telle que
F ′(x) = f (x).

PROPOSITION

∫ b

a
f ′(t)dt = f (b)− f (a).

Donc, la primitive de f qui s’annule en a est : F (x) =
∫ x

a f (t)dt
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Primitives usuelles
f f (x) f ′(x)

Indicatrice 1[a,b](x) x si x 6= a et x 6= b
Linéaire β0 + β1x β0x + β1

x2

2
Puissance xα xα+1

α+1
Polynômes β0 + β1x + . . .+ βkxk β0x + . . .+ βk

xk+1

k+1
Exponentielle exp(x) exp(x)
Logarithme ln(x) x ln(x)− x
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Dérivabilité à l’ordre n

DÉFINITION

On dit que f est dérivable à l’ordre 2 si f ′(x) est elle-même
dérivable. On note alors f ′′(x) la dérivée de f ′(x) et on l’appelle
dérivée seconde de f en x.

PROPOSITION

Pour tout x, f (x + h) =

f (x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + h2ε(h), avec lim

h→0
ε(h) = 0

DÉFINITION

T (2)
x : h 7→ T (2)

x (h) = f (x) + hf ′(x) + h2

2 f ′′(x) est appelé
développement limité d’ordre 2 de f en x.
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Dénaturation de la β-lactoglobuline
Exercice. La dynamique de dénaturation/agrégation de
β-lactoglobuline repose sur l’équation suivante :
f ′(t) = −k [f (t)]ν où f (t) est la quantité de protéines dans la
solution au temps t , 1 ≤ ν ≤ 2 et k > 0.
A partir d’expériences on cherche à suivre l’évolution de l’ordre
global de la réaction de disparition de la protéine native.
Les résultats d’expériences menées avec des solutions
modèles pour différentes concentrations en NaCl sont données
dans le fichier betalacto.txt.
• Donner la forme générale de f (t).
• Ajuster f (t) pour chacune des solutions modèles.
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Plan du cours

1 Modèles bio-mathématiques

2 Fonction à valeurs réelles
Fonction d’une variable réelle
Fonction de deux variables réelles

3 Régularité d’une fonction
Continuité et dérivabilité
Intégrale d’une fonction

4 Equations différentielles
Equations linéaires
Modélisation compartimentale d’une cinétique
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Equation différentielle linéaire du 1er ordre

DÉFINITION

On appelle équation différentielle homogène linéaire du 1er
ordre toute équation de la forme suivante

a(x)f ′(x) + b(x)f (x) = 0 (1)

PROPOSITION

Si ϕ(x) désigne une primitive de −b(x)/a(x), les solutions de
l’équation (1) sont de la forme

f (x) = α exp
[
−ϕ(x)

]
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Ajustement d’un modèle allométrique
Exercice. Modèle allométrique de croissance.
• Donner la forme générale du modèle allométrique.
• Ajuster un modèle allométrique aux données de

croissance du dépôt de lipides chez le porc.
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Dynamique de la digestion d’une molécule
Contexte : contrôle des rejets d’antibiotiques en environnement
piscicole
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Dynamique de la digestion d’une molécule
Contexte : contrôle des rejets d’antibiotiques en environnement
piscicole

    

 - 3 - 

Master Statistiques Appliquées 

sérum, le meilleur estimateur est la masse de l’intestin. Le R2 calculé est dans l’ensemble très 
bon. Les résultats sont donnés en annexe 1.  

Sur le fichier ainsi constitué, nous avons supprimé les données aberrantes, soit deux 
nouvelles lignes. Au total, nous avons gardé 209 données, soit 9 ou 10 données par unité de 
temps. 

Tableau 1.1. Présentation d’un extrait du jeu de données 
 
 

Temps 
(h) 

Masse  
indiv. (g) 

Masse 
Estomac (g) 

Qtite AO 
Estomac (mg) 

Masse 
intestin (g) 

Qtité AO 
Intestin (mg) 

Qtité OA 
sang (mg) 

Poisson 1 
… 

1 
… 

500 3,02 8,29 1,13 0,07 0,001 

Poisson 11 
… 

2 
… 

… 
... 

     

Poisson 81 12 500 5,44 6,35 9,9 4,73 0,09 

… 
Poisson 205 

… 
192 

… 
… 

     

… 

Poisson 209 
… 

192 
 

500 
 

0,06 
 
0 

 
1,86 

 
0 

 
0 

 
Les données représentent donc des quantités à des temps différents. Au temps "t", nous 

possédons la quantité d'acide oxolinique de 10 poissons différents pour les 3 compartiments 
que sont l’estomac, l’intestin et le sérum. Au temps "t +1" il s'agira des quantités de 10 autres 
poissons. Toute la difficulté résulte dans cette indépendance des individus au cours du temps, 
qui entraîne une grande hétérogénéité des données et une variabilité des prédictions. 

 
 

I-1-3 Description des données 
 
 Pour mieux se rendre compte de la variabilité interindividuelle, nous avons présenté 
les données par des boîtes de dispersions, à travers les graphiques 1.1 a, b et c ci-contre.  
 
 Les données de l'estomac ont une variance élevée et constante au cours du temps. La 
variabilité élevée de ces données peut être de deux natures. Premièrement, c’est au niveau de 
l’estomac que la forme solide de l’alimentation est prépondérante. En effet la phase solide 
devient progressivement liquide. Or, il est beaucoup plus difficile de doser l’acide en phase 
solide qu’en phase liquide, ce qui peut expliquer des différences dans les résultats. On 
constate notamment que la moyenne est plus basse après ½ h qu’au bout de 2 h, ce qui peut 
paraître paradoxal compte tenu du fait que la masse est censé diminuer au cours du temps. 
Deuxièmement, il y a une variabilité intrinsèque à toute donnée biologique, les 
caractéristiques de chaque individu étant différentes. Certains poissons ont une digestion 
rapide, d’autres garderont le bol alimentaire dans l’estomac plus longtemps. Enfin les 
poissons recracheront une partie de ce qu’ils ont ingérée de manière aléatoire (phénomène de 
relargage ou "leaching").  
 C’est au niveau de l’intestin que la variabilité individuelle est la plus importante. En 
effet, entre 10 h et 16 h, il y a une très grande dispersion, notamment à 16 h où les quantités 
retrouvées vont de 2 à 12 mg. Nous n’avons d’autres explications que la variabilité 
individuelle liée à chaque poisson dans le processus de digestion. 

On retrouve cette variabilité dans le sérum alors que c’est à ce niveau que l’on peut 
considérer que les mesures sont les plus précises.  
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Dynamique de la digestion d’une molécule
Contexte : contrôle des rejets d’antibiotiques en environnement
piscicole
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Dynamique de la digestion d’une molécule
Contexte : contrôle des rejets d’antibiotiques en environnement
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Dynamique de la digestion d’une molécule
Contexte : contrôle des rejets d’antibiotiques en environnement
piscicole
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Modélisation compartimentale
Dynamique de transfert entre compartiments{

q′1(t) = −k21q1(t) + k12q2(t) Estomac
q′2(t) = k21q1(t)− [k12 + k02] q2(t) Intestin

DÉFINITION

On appelle système linéaire d’équations différentielles du 1er
ordre à coefficients constants tout système de la forme :

q′1(t)
q′2(t)

...
q′m(t)

 =


α11 α12 . . . α1m
α21 α22 . . . α2m

...
...

...
αm1 αm2 . . . αmm




q1(t)
q2(t)

...
qm(t)
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Modélisation compartimentale
Dynamique de transfert entre compartiments{

q′1(t) = −k21q1(t) + k12q2(t) Estomac
q′2(t) = k21q1(t)− [k12 + k02] q2(t) Intestin

DÉFINITION

On appelle système linéaire d’équations différentielles du 1er
ordre à coefficients constants tout système de la forme :

q′(t) = Aq(t)
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Cas d’un système à deux compartiments
Exercice. Montrer que l’on peut ramener le système linéaire de
deux équations différentielles suivant :{

q′1(t) = α11q1(t) + α12q2(t)
q′2(t) = α21q1(t) + α22q2(t)

à deux équations différentielles à coefficients constants.
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Equation différentielle linéaire du 2nd ordre

DÉFINITION

On appelle équation différentielle homogène linéaire du 2nd
ordre à coefficients constants toute équation de la forme
suivante

af ′′(x) + bf ′(x) + cf (x) = 0 (2)

PROPOSITION

Si λ1 et λ2 désignent les racines du polynôme caractéristique
associé à (2), alors les solutions de l’équation (2) sont de la
forme f (x) = a1 exp(λ1x) + a2 exp(λ2x) si ∆ = b2 − 4ac ≥ 0.
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Cas d’un système à deux compartiments
Exercice. Montrer que les solutions du système linéaire de
deux équations différentielles suivant :{

q′1(t) = α11q1(t) + α12q2(t)
q′2(t) = α21q1(t) + α22q2(t)

sont de la forme :

q(t) = a1V1 exp(λ1t) + a2V2 exp(λ2t),

où λ1 et λ2 sont les valeurs propres de la matrice

A =

(
α11 α12
α21 α22

)
et V1 et V2 les vecteurs propres associés.
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Dynamique de digestion d’une molécule
Exercice.
• Donner la forme générale du modèle à deux

compartiments de digestion d’une molécule.
• Donner les valeurs des paramètres de ce modèle

garantissant le meilleur ajustement aux données au sens
des moindres carrés.
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